
 

 

  
       (20)  8.2   Trigonometric integrals(B) 

 

secملات تحتوي على اثانيا تك ݔ  , tan  ݔ
  الحالة الأولى 

secتحتوي على         tan    على الصورة    زوجي مرفوع لأس  ݔ ݔ sec   )زوجي أو فردي أو حتى كسر tanلا يھم كون أس الـ ( ݔ
secنسحب اثنان  من الـ                  tanଶو نحول الباقي إلى  ݔ secଶ بالقانون ݔ ݔ = 1 + tanଶ   ݔ

 :مثال  

secସھنا ا لـ 1 න  ) 4(  زوجيأس  ذات   ݔ tanଷ ݔ  secସ ݔ  ݔ݀

secଶتم سحب 2 secସمن    ݔ secଶ  فتصبح  ݔ න  ݔ tanଷ ݔ  secଶ ݔ ∙ secଶ ݔ  ݔ݀

secଶتم تحويل  3 ሺ1إلي   ݔ + tanଶ ሻ  නݔ tanଷ ݔ  ሺ1 + tanଶ ሻݔ ∙ secଶ ݔ ݔ݀
ݐ  استخدم التعويض 4 = tan  ݔ

ݐ݀  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ 5 = secଶ ݔ  ݔ݀

න  3طوة رقم عوض في التكامل الناتج من الخ6 ଷሺ1ݐ + ଶሻݐ  ∙  ݐ݀

  ملحوظات                                
sec  إذا كان الـ     -1                               ولا يتبقى شيئا ݔ݀خذھا كلھا مع  2مرفوعة للأس  ݔ

               secସ ݔ = ሺsecଶ ሻଶݔ = ሺ1 + tanଶ   – ሻଶ                         2ݔ
    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -3                             secସ ݔ ݔ݀   ,  tanయమ ݔ secଶ ݔ   أيضا  ݔ݀ 

   الثانيةالحالة 
tan تحتوي على         tan      على الصورةفردي   مرفوع لأس ݔ ݔ sec )         زوجي أو فردي أو حتى كسر secلا يھم كون أس الـ ( ݔ
secواحدة من الـنسحب          tan  و واحدة من الـ    ݔ tan ونحول باقي الـݔ secإلي  ݔ tanଶ بالقانون ݔ ݔ = secଶ ݔ − 1  
 :مثال  

tanଷھنا ا لـ   1 න  ) 3(  رديفأس  ذات   ݔ tanଷ ݔ  secଷ ݔ  ݔ݀

tanتم سحب   2 ݔ sec tanଷمن    ݔ ݔ secଷ   ݔ
tanଶ  فتصبح  ݔ secଶ න  ݔ tanଶ ݔ  secଶ ݔ ∙ tan ݔ sec ݔ  ݔ݀

tanଶتم تحويل    3 ሺsecଶإلي   ݔ ݔ − 1ሻ  නሺsecଶ ݔ − 1ሻ secଶ ݔ tan ݔ sec ݔ  ݔ݀

ݐ  استخدم التعويض   4 = sec  ݔ

ݐ݀  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ   5 = tan ݔ sec ݔ  ݔ݀

ଶݐනሺ  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم   6 − 1ሻ ݐଶ݀ݐ 

  ملحوظات                                
               tanସ ݔ = ሺtanଶ ሻଶݔ = ሺsecଶ ݔ − 1ሻଶ          –  1                 

    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -2                             tanଷ ݔ sec ݔ             أيضا  ݔ݀ 
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cscملات تحتوي على اتك ثالثا ݔ  , cot  ݔ
  الحالة الأولى 

cscحتوي على ت        cot    على الصورة    زوجي مرفوع لأس  ݔ ݔ csc   )زوجي أو فردي أو حتى كسر cotلا يھم كون أس الـ ( ݔ
cscنسحب اثنان  من الـ                  cotଶو نحول الباقي إلى  ݔ cscଶ بالقانون ݔ ݔ = 1 + cotଶ   ݔ

 :مثال  

cscସا ا لـ ھن 1 න  ) 4(  زوجيأس  ذات   ݔ cotହ ݔ  cscସ ݔ  ݔ݀

secଶتم سحب  2 cscସمن    ݔ cscଶ  فتصبح  ݔ න  ݔ cotହ ݔ  cscଶ ݔ ∙ cscଶ ݔ  ݔ݀

cscଶتم تحويل   3 ሺ1إلي   ݔ + cotଶ ሻ  නݔ cotହ ݔ  ሺ1 + cotଶ ሻݔ ∙ cscଶ ݔ ݔ݀
ݐ  استخدم التعويض  4 = cot  ݔ

ݐ݀          ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ  5 = − cscଶ ݔ ݐ݀− ݔ݀ = cscଶ ݔ  ݔ݀

−  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم  6 න ହሺ1ݐ + ଶሻݐ  ∙  ݐ݀

  ملحوظات                                
csc  إذا كان الـ     -1                               ولا يتبقى شيئا ݔ݀خذھا كلھا مع  2مرفوعة للأس  ݔ

               cscସ ݔ = ሺcscଶ ሻଶݔ = ሺ1 + cotଶ   – ሻଶ                         2ݔ
    لات مثل  على التكام تسريھذه الطريقة    -3                             cscସ ݔ ݔ݀   ,  cotయమ ݔ cscଶ ݔ   أيضا  ݔ݀ 

 

  الثانيةالحالة        
cot تحتوي على  cot      على الصورةفردي   مرفوع لأس ݔ ݔ csc )                 زوجي أو فردي أو حتى كسر cscلا يھم كون أس الـ ( ݔ

cscواحدة من الـنسحب  cot  و واحدة من الـ    ݔ cot ونحول باقي الـݔ cscإلي  ݔ cotଶ بالقانون ݔ ݔ = cscଶ ݔ − 1 
 :مثال  

cotଷھنا ا لـ 1 න  ) 3(  فرديأس  ذات    ݔ cotଷ ݔ  cscଷଶ ݔ  ݔ݀

cotتم سحب 2 ݔ csc cotଷ من   ݔ ݔ cscయమ    ݔ
cotଶ  فتصبح  ݔ cscభమ   ݔ

න cotଶ ݔ  cscଵଶ ݔ ∙ cot ݔ csc ݔ  ݔ݀

cotଶتم تحويل  3 ሺcscଶإلي   ݔ ݔ − 1ሻ  නሺcscଶ ݔ − 1ሻ cscଵଶ ݔ cot ݔ csc ݔ ݔ݀
ݐ  استخدم التعويض 4 = csc  ݔ

ݐ݀  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ 5 = − cot ݔ csc ݔ ݐ݀− ݔ݀ = cot ݔ csc ݔ  ݔ݀

−  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم 6 නሺݐଶ − 1ሻ ݐଵଶ݀ݐ 

  ملحوظات                                
               cotସ ݔ = ሺcotଶ ሻଶݔ = ሺcscଶ ݔ − 1ሻଶ          –  1                 

    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -2                             cotଷ ݔ csc ݔ  أيضا  ݔ݀ 
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Example 1 Evaluate  the following integral න secସ 1ݔ − secଶ ݔ May   1994  1 ݔ݀

Solution ܫ = න secସ 1ݔ − secଶ ݔ ݔ݀ = න secଶ 1ݔ − secଶ ݔ   ∙ secଶ ݔ ݔ݀  = න ሺ1 + tanଶ −ሻݔ tanଶ ݔ   ∙ secଶ ݔ  ݔ݀ 

Let         ݑ = tan ݔ ݑ݀                                   = secଶ ݔ ܫ ݔ݀  = − න 1 + ଶݑଶݑ ݑ݀  = − න ଶିݑ + 1 ∙ ݑ݀ = ଵିݑ − ݑ + ܿ = cot ݔ − tan ݔ + ܿ 
 

Example 2 Evaluate  the following integral න sec tanଶ√ݔ యݔ July   2007   26 ݔ݀

Solution ܫ = න sec tanଶ√ݔ యݔ ݔ݀ = න secସ tanଶଷݔ ݔ  ∙ secଶ ݔ ݔ݀  = න ሺ1 + tanଶ ሻଶtanଶଷݔ ݔ   ∙ secଶ ݔ  ݔ݀ 

Let    ݑ = tan ݔ                       → ݑ݀             = secଶ ݔ ܫ ݔ݀  = න ሺ1 + ଶଷݑଶሻଶݑ ݑ݀  = න 1 + ଶݑ2 + ଶଷݑସݑ ݑ݀   = න ൬ିݑଶଷ  + ସଷݑ2 + ଵଷݑ ൰                               ݑ݀ 
     = ଵଷݑ3 + 67 ଷݑ + 313 ଵଷଷݑ + ܿ = 3 tanଵଷ ݔ + 67 tanଷ ݔ + 313 tanଵଷଷ ݔ + ܿ 
 

Example 3 Evaluate  the following integral න sec sin√ݔ ݔ2 July   2007 44 ݔ݀

Solution ܫ = න sec sin√ݔ ݔ2 = ݔ݀ න sec 2√ݔ sin cos ݔ ݔ ݔ݀  = න sec cosݔ cosݔ ݔ √2 sin cos ݔ ݔ ݔ݀  = න sec cosݔ 1ݔ ට2 sin ݔ cos cosଶݔ ݔ  ݔ݀ 

   = න secଶ ට2ݔ ∙ sin cosݔ ݔ ∙ cos cosݔ ݔ ݔ݀  = 1√2 න secଶ tan√ݔ ݔ  ݔ݀ 

Let    ݑ = tan ݔ                       → ݑ݀  = secଶ ݔ ܫ ݔ݀  = 1√2 න ݑ√1 ݑ݀   = 1√2  ∙ ݑ√2 + ܿ = ݑ√2√ + ܿ = √2 tan ݔ + ܿ 

 
Solution ܫ = න tanଷ ݔ secିଷଶ ݔ ݔ݀ = න tanଶ ݔ secିହଶ ݔ ∙  sec ݔ tan ݔ ݔ݀  = නሺsecଶ ݔ − 1ሻ secିହଶ ݔ ∙  sec ݔ tan ݔ  ݔ݀ 

Let     ݑ = tan ݔ ݑ݀                                   = sec ݔ tan ݔ ܫ ݔ݀  = නሺݑଶ − 1ሻ ∙ ହଶିݑ ݑ݀   = න ଵଶିݑ − ହଶିݑ  ݑ݀   = ଵଶݑ2 + ଷଶିݑ 23 + ܿ    = 2 secଵଶ ݔ + 23 secିଷଶ ݔ + ܿ 

 
 

Example 4 Evaluate  the following integral න tanଷ ݔ secିଷଶ ݔ July   2003 30 ݔ݀
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Example 5 Evaluate  the following integral න ݔ ݁௫మ1 + cos൫݁௫మ൯ May   2006   40 ݔ݀

Solution Let      ݑ = ݁௫మ                                ݀ݑ = 12                         ݔ݀ ௫మ݁ ݔ2 ݑ݀  = ܫ ݔ݀ ௫మ݁ ݔ = න 21ݔ݁ ݔ + cosሺ݁2ݔሻ ݔ݀ = 12 න 11 + cos ݑ ݑ݀ =  12 න 1 − cos ሺ1ݑ + cos ሻሺ1ݑ − cos ሻݑ =  ݑ݀ 12 න 1 − cos 1ݑ − cosଶ ݑ = ݑ݀  12 න 1 − cos sinଶݑ ݑ 12 ݑ݀ න 1sinଶ ݑ −  cos sinଶݑ ݑ  ∙ ݑ݀ = 12 න cscଶ ݑ − csc ݑ cot ݑ  ∙ =   ݑ݀ −12  cot ݑ + 12 csc ݑ + ܿ =  12 csc ݁௫మ  −  12 cot ݁௫మ + ܿ 
 

Example 6 Evaluate  the following integral න 1 − sin 1ݔ2 + sin ݔ2  ݔ݀ 
Solution ܫ = න 1 − sin 1ݔ2 + sin ݔ2 ݔ݀  = න ሺ1 − sin ሻሺ1ݔ2 + sin ሻݔ2  ∙ ሺ1 − sin ሻሺ1ݔ2 − sin ሻݔ2 ݔ݀ = න 1 − 2sin ݔ2 + sinଶ 1ݔ2 − sinଶ ݔ2 =    ݔ݀  න 1 − 2sin ݔ2 + sinଶ cosଶݔ2 ݔ2 ݔ݀  =  නሺsecଶ ݔ2 − 2 sec ݔ2 tan ݔ2 + tanଶ ሻݔ2 =   ݔ݀   නሺsecଶ ݔ2 − 2 sec ݔ2 tan ݔ2 + secଶ ݔ2 − 1ሻ ݔ݀  = නሺ2 secଶ ݔ2 − 1 − 2 sec ݔ2 tan ሻݔ2  ݔ݀ 

  = tan ݔ2 − ݔ − sec ݔ2 + ܿ 
 

Example 7 Evaluate  the following integral න ඨ1 − cos 1ݔ + cos ݔ  ݔ݀

Solution ܫ = න ඨ1 − cos 1ݔ + cos ݔ ݔ݀ = න √1 − cos 1√ݔ + cos ݔ  ∙ √1 − cos 1√ ݔ − cos ݔ ݔ݀   = න ඥሺ1 − cos ሻሺ1ݔ − cos ሻඥሺ1ݔ + cos ሻሺ1ݔ − cos ሻݔ  ݔ݀  

   = න ඥሺ1 − cos ሻଶ√1ݔ − cosଶ ݔ ݔ݀   =  න 1 − cos sinଶ√ݔ ݔ ݔ݀   = න 1 − cos sinݔ ݔ ݔ݀   =  නሺcsc ݔ − cot ሻݔ =     ݔ݀   ln|csc ݔ − cot |ݔ −  ln|sin |ݔ + ܿ 
 

Example 8 Evaluate  the following integral න √1 + sin ݔ May   1997   9 ݔ݀

Solution ܫ = න √1 + sin ݔ ݔ݀  = න √1 + sin 1ݔ   ∙  √1 − sin 1√ݔ − sin ݔ ݔ݀  = න √1 − sinଶ 1√ݔ − sin ݔ = ݔ݀    න cos 1√ݔ − sin ݔ   ݔ݀ 
Let   ݑ = 1 − sin ݔ ݑ݀                        = − cos ݔ −                           ݔ݀  ݑ݀ = cos ݔ ܫ ݔ݀  = න ݑ݀  ݑ√1 = ݑ√2  + ܿ = 2√1 − sin ݔ  + ܿ 
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Solution ܫ = න cscସ cot√ݔ ݔ ݔ݀ =  න cscଶ cotଵଶݔ ݔ  ∙ cscଶ ݔ ݔ݀  = න 1 + cotଶ cotଵଶݔ ݔ  ∙  cscଶ ݔ  ݔ݀ 

Let        ݑ =  cot ݔ ݑ݀                                 = − cscଶ ݔ ܫ ݔ݀  = − න 1 + ଵଶݑଶݑ = ݑ݀   − න ൬ିݑଵଶ + ଷଶ൰ݑ ݑ݀   = ଵଶݑ 2−  ହݑ 25 − + ܿ = 2 cotଵଶ ݔ − 25 cotହଶ ݔ + ܿ 

 

Example 10 Evaluate  the following integral න cotଷ ݔ cscଷ ݔ Dec.   2002   27 ݔ݀

Solution ܫ = න cotଷ ݔ  cscଷ ݔ ݔ݀ = න cotଶ ݔ  cscଶ ݔ  ∙ cot ݔ csc ݔ = ݔ݀   නሺcscଶ ݔ − 1ሻ cscଶ ݔ  ∙ cot ݔ csc ݔ  ݔ݀  

Let   ݑ = csc ݔ ݑ݀                            = − csc ݔ cot ݔ ܫ ݔ݀  = − නሺݑଶ − ݑ݀  ଶݑ ሻݑ =  − නሺݑସ − ଶሻݑ ݑ݀   =  − ହݑ 15 + ଷݑ 13 + ܿ = 13 cscଷ ݔ − 15 cscହ ݔ  + ܿ 
 

Example 11 Evaluate  the following integral න ݔ cos sinଷݔ ݔ  May   2006   40 ݔ݀

Solution ݑ = ݒ݀                                    ݔ = cos sinଷݔ ݔ ݑ݀ ݔ݀ = ݒ                                 ݔ݀ = න cos sinଷݔ ݔ ݒ ݔ݀ = න cos sinଷݔ ݔ ݔ݀  = න cot ݔ  cscଶ ݔ  ݔ݀ 

Let  ݐ = cot ݔ ݐ݀                       = − cscଶ ݔ ݒ ݔ݀  =  − න ݑ ݑ݀   =  −12 ଶݑ  + ܿ = −12  cot ݔ + ܫ ܿ = ݒݑ − න ∴ ݑ݀ ݒ ܫ = −12 ݔ  cot ݔ + 12 න cot ݔ ݔ݀  = −12 ݔ  cot ݔ + 12 ln sin ݔ + ܿ 
 

Example 12 Evaluate  the following integral න lnሺtan ሻsinݔ ݔ cos ݔ  ݔ݀

Solution ݐ = lnሺtan ሻݔ                     → ݐ݀ = 1tan ݔ  ∙ secଶ ݔ ݔ݀  = cos sinݔ ݔ  ∙  1cosଶ ݔ ݔ݀   = 1sin ݔ cos ݔ ܫ ݔ݀    =  න ݐ = ݐ݀   ଶݐ 12   + ܿ = 12 ሾlnሺtan ሻሿݔ + ܿ 

                                                 
  

Example 9 Evaluate  the following integral න cscସ cot√ݔ ݔ May   2006   40 ݔ݀
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